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1. GRUNDSATZLICHE BEMERKUNGEN ZU DIESEM LERNBEREICH

Am Ende von Jahrgang 10 sollen die Schilerinnen und Schiler tber die folgenden inhaltsbezogenen
Kompetenzen verfiigen (vergl. KC fur das Gymnasium Schuljahrgdnge 5-10 Abschnitt 3.2.1 Zahlen
und Operationen):

Die Schulerinnen und Schdler
e grenzen rationale und irrationale Zahlen voneinander ab
e begriinden die Notwendigkeit der Zahlbereichserweiterungen
e beschreiben und reflektieren Naherungsverfahren und wenden diese an
o identifizieren den Grenzwert als die eindeutige Zahl, der man sich bei einem N&herungsver-
fahren beliebig dicht annahert

e erlautern die Identitit 0,9 =1 als Ergebnis eines Grenzprozesses
e interpretieren exponentielle Abnahme und begrenztes Wachstum als Grenzprozess
o identifizieren x als Ergebnis eines Grenzprozesses

e bestimmen die Formeln fir den Umfang oder den Flacheninhalt des Kreises mit einem Nahe-
rungsverfahren.

In frGheren Lernbereichen haben die Schilerinnen und Schiler bereits mit periodischen Dezimalbri-
chen, Wurzeln und Naherungswerten fur © gearbeitet. Theoretische Untersuchungen der jeweils neu-
en Zahlen waren fir die Schulerinnen und Schiler der betreffenden Altersstufe jedoch meist zu abs-
trakt. Deshalb standen nicht die zugehdrigen Grenzprozesse im Vordergrund sondern die (angenaher-
ten) Ergebnisse, denn das Anliegen war in der Regel, einen Zahlenwert zum Rechnen zu haben. Die-
se Vorgehensweise scheint der bisherigen Unterrichtspraxis bei der Einfihrung von Wurzeln zu wider-
sprechen, denn die Schilerinnen und Schiler arbeiten mit Zahlen, die sie mathematisch noch nicht
vollstandig verstanden und von denen sie eher eine intuitive Vorstellung haben. Andererseits wird die
Natur von Sinus- und Logarithmuswerten nicht thematisiert; man geht auch mit ihnen naiv um. Eben-
falls erfolgt die Einflhrung der negativen Zahlen so, dass Schilerinnen und Schiler diese zunachst
noch nicht vollstandig begrifflich verstehen. Die Geschichte der Mathematik zeigt, dass der Umgang
mit den Objekten der begrifflichen Klarung haufig vorausging.

Das Kennenlernen von neuen Zahlen ist ein langfristiger Prozess.

Das Verstandnis eines neuen Zahlbereichs erfolgt dabei auf unterschiedlichen Stufen, von denen jede
fir den Lernprozess der Schiilerinnen und Schiiler bedeutsam ist:

Zunachst werden die Grenzen des bisherigen Zahlbereichs Uberschritten. Es 6ffnet sich ein neuer
Bereich, bei dessen Erkundung neue Erkenntnisse gewonnen werden. Dabei haben die Schilerinnen
und Schuler intuitive Vorstellungen lber die jeweils neuen Zahlen und die zugehérigen Rechenregeln.
AnschlieBend erkunden sie Eigenschaften dieser Zahlen und die Bedeutung der Regeln fiir das
Rechnen. Rechenregeln werden nur exemplarisch begriindet; im Zentrum stehen eine angemessene
Sicherheit beim Rechnen und der Ausbau der passenden Grundvorstellungen. Erweitert wird dieses
inhaltliche Verstandnis der neuen Zahlen durch Vergleiche mit den Eigenschaften der alten Zahlen
und Regeln. Dieser Schritt wird bei der Einflihrung der reellen Zahlen von einer Reflexion des gesam-
ten Vorgehens begleitet. Dabei wird auch eine Rickschau der bisherigen Zahlbereichserweiterungen
vorgenommen.

Im Lernbereich ,Naherungsverfahren als Grenzprozesse“ werden nun die Grenzprozesse selbst be-
trachtet. Dazu werden einige der friher unterrichteten Inhalte reflektiert, vertieft und neu strukturiert.
Ziel ist ein verstandiger und nachhaltiger Umgang mit Grenzprozessen, der sich auf die Anschauung
grundet.

Daher sollten Grenzprozesse so lange wie mdglich verbal beschrieben und méglichst graphisch ver-
anschaulicht werden. Die Limes-Schreibweise sollte im Unterricht erst dann erfolgen, wenn deren
Bedeutung fir die Schilerinnen und Schiler offenkundig ist.
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2. ERLAUTERUNGEN UND ANREGUNGEN ZU EINZELNEN INHALTEN

a. Periodische Dezimalbriche
Die Identitat 0,9 =1 kann von Schiilerinnen und Schiilern ohne Betrachtung von Grenzprozessen

begrindet werden (siehe unten). Sie soll hier jedoch als Ergebnis eines Grenzprozesses begriindet
werden.

0,9 selbst ist das Ergebnis eines Grenzprozesses ,Anhangen immer weiterer Neunen®.

N&aherungsprozesse sind den Schilerinnen und Schilern schon friiher bei den periodischen Dezimal-
briichen begegnet, ohne dass diese als solche thematisiert wurden.

Die Frage, wie groR 0,9 ist, ist fiir manche Schillerinnen und Schiiler verwirrend: Ist wirklich 0,9 =17

Dafir ist die Argumentation, dass man ausgehend von 0,9 ,immer mehr Neunen anhangt‘ und damit
LJimmer naher an die 0,9 herankommt*, ergiebig.

Die Frage, ,wie nahe man an 1 herankommt®, lenkt den Blick auf den Abstand.
Der Abstand zu 1 wird immer kleiner und nahert sich an 0 an.

- - - == - = ° o ©

0,9 0,99 0,999..1,0

1 - 09 = 01
1 - 099 = 0,01
1 - 0,999 = 0,001
l { {
1 - 09 = 0

Aus der letzten Zeile folgt die Identitat.

Die Annahme, dass 0,9 = 1 ist, filhrt zum Widerspruch (vergl. [2] S.28ff).
Jede Zahl 0,9999...9 mit endlich vielen Neunen hinter dem Komma liegt
links von 0,9.

Ist 0,9 <1, so haben beide Zahlen einen Abstand d voneinander.

Dann findet man fir jeden Abstand d eine Zahl 0,999...9 mit noch mehr
Neunen hinter dem Komma, die rechts von 0,9 liegt. Das kann aber nicht
sein.

0 —
o
(]

0,9999...

Insgesamt werden also hier zwei Ziele deutlich: Einerseits wird die Identitat 0,9 =1 begriindet und
andererseits eine Vorstellung eines Grenzprozesses erzeugt.

Die Identitat kann auch ohne Verwendung von Grenzprozessen begriindet werden.
So kann argumentiert werden, dass 0,9 dreimal so grol3 wie 0,3 ist, also ist 0,9 auch dreimal so grof3

wie % und damit 1.

Eine weitere Moglichkeit, die Identitat 0,9 =1 zu begriinden, ist:
101 2_.02 3_03 .. 2-09-1
9 9 9 9



Die schriftliche Division % =1:9 ergibt den Zugang:

1,0 :9=0,1111...
-9

10

-9

Beim Dividieren bleibt immer ein Rest, der jedoch von Stufe zu Stufe immer n&her an null herangeht.

Solche Argumentationen nehmen jedoch den Grenzprozess nicht explizit in den Blick.

b. Quadratwurzeln

Wird eine Quadratwurzel, z.B. /2, mit einem Naherungsverfahren bestimmt, werden Grenzwertvor-
stellungen (weiter-) entwickelt.

Beim Heron-Verfahren (vergl. eingefiihrte Schulbiicher) wird einerseits numerisch der gesuchte Zah-
lenwert angenédhert. Dartiber hinaus kénnen die Schilerinnen und Schiler anschaulich sehen, wie
sich ein Rechteck mit dem Flacheninhalt 2 an ein flacheninhaltsgleiches Quadrat annéhert.

Die rekursiv erzeugten Seitenlangen a;, a,, as,... der Rechtecke ndhern sich der Seitenldnge des
Quadrates an in dem MalRe, wie die Abstande der Seitenlangen der Rechtecke von der Quadratsei-
tenlange gegen null gehen.

Es wird also nicht die Seite eines Quadrats mit dem Flacheninhalt 2 berechnet, sondern es werden die
Seitenlangen von Rechtecken berechnet. Dabei ndhern sich die Rechtecke dem Quadrat immer mehr
an.

Auch das im 10. Iterationsschritt gewonnene Rechteck ist kein Quadrat, auch nicht das im 10.000-ten
Schritt gewonnene. Man kann nur sagen: Der Flacheninhalt des im 10.000-ten Schritt gewonnene
Rechtecks wird sich vom Flacheninhalt des Quadrat kaum noch unterscheiden und damit auch nicht
die Seitenlangen des Rechtecks von der des Quadrats. Aber der Unterschied ist da, auch wenn er
noch so klein ist. Man kann (durch Vergré3erung von n) den Unterschied noch weiter verkleinern, aber
man kann nicht erreichen, dass der Unterschied so grof3 wie null ist.

Das Heronverfahren kann auch auf Intervallschachtelungen fiihren. Diese kdnnen auf zwei Arten er-
folgen: Einerseits kann man immer kleiner werdende Intervalle erzeugen, in denen die gesuchte Zahl
liegt. Hier erfolgt die Annaherung an die gesuchte Wurzel also von beiden Seiten und die Lange der
Intervalle, in denen die Wurzel liegt, geht gegen null.

Esist 1< \/5 <2, dal1l<2 <4 ist.

Esist1,4<+2 <15,da 1,96 <2 <225 st.

Esist 1,41 < /2 <1,42, da 1,9881 < 2 < 2,0164 ist.

Esist 1,414 < \/5 <1,415, da 1,999396 < 2 < 2,002225 ist.

Die Intervalllangen 1; 0,1; 0,01; 0,001; .... gehen gegen null. Jedoch werden sie niemals null. Auch
wenn man die Anzahl der Nachkommastellen beliebig vergréRert, erhdlt man nur einen Naherungs-
wert der Quadratwurzel und nicht die Wurzel selbst. Man kann nur die Abweichung beliebig klein ma-
chen (vergl. eingefiihrte Lehrblicher).

Alternativ kann die Anndherung an die gesuchte Wurzel auch nur von einer Seite erfolgen.

c. Kreiszahl &

Im Lernbereich ,Kreis- und Kdorperberechnungen® sind zwei Vorgehensweisen moglich: Es kann zu-
nachst ganz praktisch ein Naherungswert fir = bestimmt werden, mit dem dann Berechnungen an
Kreisen und Koérpern durchgefiihrt werden. In dem Fall kann = experimentell z.B. als Proportionalitats-
konstante von Umfang oder Flacheninhalt und Radius verschiedener Kreise bestimmt werden oder
stochastisch mit der Monte-Carlo-Methode oder geometrisch durch Zerlegen eines Kreises in Kreis-
segmente und Zusammenlegen dieser Segmente zu einem ,Rechteck” oder durch Auslegen eines
Kreises mit beliebig vielen ein- oder umbeschriebenen Dreiecken. Anregungen liefern die eingefiihrten
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Schulbiicher. In jedem Fall kann dabei zunachst ein Naherungswert fur = gewonnen werden, ohne auf
den N&herungsprozess einzugehen.

Dieses wirde spater erfolgen, wenn z.B. die Kreisflache durch die Ausschépfung mit Vielecken ange-
nahert wird. Auch hier ist (ahnlich zum Vorgehen bei der Intervallschachtelung) die Annaherung mit
ein- und umbeschriebenen Vielecken mdglich oder nur die Annaherung mit ein- oder umbeschriebe-
nen Vielecken.

Beispiel: Flacheninhalt einbeschriebener Dreiecke
Wurden zuvor trigonometrische Zusammenhénge bearbeitet, ist deren Anwendung bei der Berech-
nung der einbeschriebenen Vielecke auch fir Schilerinnen und Schiiler naheliegend.

Das einbeschriebene Fiinfeck kann in 5 Dreiecke
(Innenwinkel 72°) zerlegt werden mit
der Hohe h und der Grundseite a und dem

Flacheninhalt Ag = a?h.

O

Mit Hilfe der trigonometrischen Beziehungen
M/<a = 36° A

sin(OL):zi und cos(oa):E folgt fir den Einheitskreis
r r

(r=1)
und o =36° beim Finfeck:

2-sin(36°) - cos(36°)
2 .
= 5sin(36°)-cos(36°) = 2,37764...

As gk =5-A5 =5-

&

Erhoht man die Zahl n der Ecken, nahert sich der Inhalt der Vielecksflache

An_gck=N-Ap = n-sin[?"j-cos[?"j immer mehr an der Kreisflache an.
n n

Das 5-Eck ist kein Kreis, und auch das 10.000-Eck ist kein Kreis. Man kann nur sagen: Der Flachen-
inhalt des 10.000-Ecks wird sich vom Flacheninhalt des Kreises kaum noch unterscheiden. Aber der
Unterschied ist da, auch wenn er noch so klein ist. Man kann (durch Vergrof3erung von n) den Unter-
schied noch weiter verkleinern, aber man kann nicht erreichen, dass der Unterschied null ist.

Beim Einheitskreis wurde festgestellt: Der Flacheninhalt der n-Ecke nahert sich = an, wenn man n
vergrolert. Kein n-Eck hat den Flacheninhalt =, der Unterschied ist immer gréRRer als 0, aber so klein,
wie wir mochten.

Dieser Sachverhalt ist fir Schilerinnen und Schiler oft schwer fassbar und mit Fehlvorstellungen
behaftet wie: ,Der Kreis hat unendlich viele Ecken®. Das wirde bedeuten, dass dem Kreis unendlich
viele kleine Dreiecke einbeschrieben waren, die jeweils den Flacheninhalt O hatten. Damit wére der
Flacheninhalt nicht bestimmbar.



d. Asymptotisches Verhalten

Das Verhalten des Graphen zu f(x) = 1 fir x —» o
X

ist ein Grenzprozess. Mit wachsendem x geht der
Unterschied zwischen f(x) und null gegen null.

Das ist eine komplizierte (aber angemessene)
Ausdrucksweise fur den anschaulich einsichtigen

Sachverhalt, dass f(x) fiir wachsende x gegen

null geht.

Dass die Naherungswerte den Grenzwert nie erreichen, muss nattrlich nicht richtig sein; man will ja

nicht Phanomene wie die folgenden ausschliel3en:
‘4

Eine konstante Funktion nimmt ihren Grenzwert

immer an.

X,

Hier wird der Grenzwert O als Funktionswert
in periodischen Abstanden immer ¥
wieder angenommen.

Dieses Beispiel bietet ebenso wie die anfangs betrachtete Funktion f(x) = 1 auch die Moglichkeit, mit
X

der Untersuchung des Verhaltens fir x — 0 einen divergenten Prozess zu betrachten.

3. MOGLICHE EINSTIEGE IN DEN LERNBEREICH

Die Schulerinnen und Schiller haben die Inhalte dieses Lernbereichs zum grof3en Teil bereits friiher
kennen gelernt und damit gearbeitet. Mit Hilfe der jeweiligen Naherungswerte fir Briiche, Quadratwur-
zeln oder die Kreiszahl konnten sie ebenso erfolgreich rechnen, Gleichungen Iésen oder Terme um-
formen wie mit Sinus- oder Logarithmuswerten.

Es scheint also sinnvoll, in diesen Lernbereich mit einem fir die Schilerinnen und Schiler neuen
Problem einzusteigen.

a. Asymptotisches Verhalten

Bei der Behandlung exponentieller Abnahmeprozesse machen die Schilerinnen und Schuler erste

Erfahrungen mit asymptotischem Verhalten, wenn sie Funktionen vom Typ f(x)=b* fiir O<b<1 be-
trachten. Diese Uberlegungen konnen aufgegriffen und bei der Untersuchung des Verhaltens von

1., . 1 . . .
f(x) == fir sehr groRRe x erweitert werden. = wird numerisch betrachtet mit wachsendem x immer
X X

kleiner und n&hert sich null. Dabei entsprechen die Einzelwerte von = jeweils ihrem Abstand vom
X

Grenzwert 0. Graphisch betrachtet nahert sich der Funktionsgraph der Asymptote an, beriihrt oder
schneidet sie jedoch nicht.
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b. Zahlbereichserweiterungen (Art der Naherungswerte)

In bisherigen Lernbereichen wurde mit gerundeten Werten fir periodische Dezimalbriiche, Quadrat-
wurzeln und fur die Kreiszahl r gerechnet.

Die Frage, um welche Art von Zahlen es sich dabei handelt und ob es wirklich rationale Zahlen sind,
bietet Anlass zur ,genaueren® Bestimmung von Quadratwurzeln und = mit Hilfe eines Naherungsver-
fahrens.

Fur die periodischen Dezimalbriiche folgt die Untersuchung der Identitat 0,9=1.

Die Frage nach der Art der Zahlen fihrt jedoch auch zur Untersuchung der verschiedenen Zahlmen-
gen und der Zahlbereichserweiterungen.

c. Kreiszahl &

Ein moglicher Ubergang zur Untersuchung des N&herungsprozesses wurde im vorherigen Abschnitt
gezeigt.

d. Unendliche Summen

(Dieser Zugang ermdoglicht einen visualisierten Anlass Uber Grenzwerte nachzudenken. Er geht Uber
die Intentionen des Lernbereiches hinaus. Es ist nicht die Absicht geometrische Reihen zu thematisie-
ren.)

Die Frage nach der Summe %+%+l+i+... ist fir die Sch- A S—

8 16 21
lerinnen und Schiler wahrscheinlich neu und gibt doppelten An- 8
lass, Uber die Anndherung an einen Grenzwert nachzudenken. 1
Einerseits gehen die einzelnen Summanden gegen null. Ande-
rerseits wird die Summe immer grofl3er, ohne jedoch 1 zu Uber- 2
schreiten.

| =

Zur Veranschaulichung kénnen auch die Quadratseitenlangen in
der nebenstehenden Abbildung dienen. Diese nahern sich anei-
nandergelegt immer mehr der 1 an, was entlang der Mittellinie
oder entlang einer der Quadratseiten gut zu sehen ist.

w |

| =

Augenfalliger ist vielleicht die Betrachtung der Quadratflachenin-

halte, die auf die Summe %+i+i+i+... fuhrt.

16 64 256

‘|>—- ool =

=

Deren Grenzwert % ist ersichtlich, da ,jedes Quadrat dreimal %

vorkommt“ und davon ,einmal gezahit* wird.

4. ERLAUTERUNGEN UND ANREGUNGEN ZUM VERGLEICH DER NAHERUNGSPROZESSE

Vergleicht man die verschiedenen Grenzwertprozesse, stellt man als Gemeinsamkeit fest:
- Anndherung an eine Zahl, also an einen Grenzwert
- Absténde der jeweiligen Naherungswerte vom Grenzwert gehen gegen null
- zu jedem Naherungswert kann ein weiterer (oder unendlich viele weitere) gefunden werden
mit noch kleinerem Abstand
- die Naherung kann beliebig nah an den Grenzwert herankommen
- der Unterschied zwischen Naherungswert und Grenzwert kann beliebig klein werden
- graphische Veranschaulichung méglich



Gemeinsam ist auch die Strategie zur Bestimmung des jeweils Gesuchten: Wenn man etwas nicht
direkt bestimmen kann, bestimmt man etwas, was man bestimmen kann, und sorgt dafirr, dass der
Unterschied bzw. der dabei entstandene Fehler beliebig klein wird.

Die Naherungsprozesse zeigen jedoch auch Unterschiede:
- Anndherung von einer Seite / Anndherung von beiden Seiten
- Abstand vom Grenzwert geht gegen null / Intervalllange geht gegen null

- Grenzwerte sind rational (1, 0) oder irrational (+/2 , 7t)

5. EIN MOGLICHER UNTERRICHTSGANG UND DIE FRAGE DER FORMALISIERUNG

Der Unterrichtsverlauf dieses Lernbereichs wird sicherlich vom gewahlten Einstieg abhé&ngen und
kann nur beispielhaft dargestellt werden.

In jedem Fall sollte am Einstiegsbeispiel gelernt werden, dass Zahlen durch Grenzprozesse beschrie-
ben werden kénnen. Es kann im Einstieg ausreichen, diesen Sachverhalt nur verbal zu beschreiben.
Bei der Untersuchung der weiteren Grenzprozesse wird diese Erkenntnis bei passenden Gelegenhei-
ten aufgegriffen. So wird deutlich, dass dieses Annéherungs- und Grenzwertverhalten keine Ausnah-
me ist, sondern ein wichtiges mathematisches Prinzip, was als tragfahige Strategie zur Bestimmung
von unbekannten Zahlen oder GréR3en verwendet werden kann.

Der Vergleich der verschiedenen Grenzwertprozesse erfolgt insgesamt sicher gegen Ende der Einheit.
Sinnvoll ist aber auch, bei der Untersuchung eines neuen Grenzprozesses bereits mit jeweils vorheri-
gem Vorgehen zu vergleichen.

Auch die Frage, wann und wie weit die Grenzprozesse formalisiert werden, kann nicht pauschal be-
antwortet werden. Zur formalen Beschreibung kann die Limes-Schreibweise oder die Pfeil-
Schreibweise verwendet werden. Dabei nimmt die Limes-Schreibweise eher den Grenzwert als Er-
gebnis eines Grenzprozesses in den Fokus und die Pfeil-Schreibweise legt den Fokus auf den Grenz-
prozess selbst. Es ist nicht notwendig, beide Schreibweisen einzufiihren. Die Schreibweise sollte den
Argumentationsweisen der Schulerinnen und Schuler angepasst werden und diese sinnvoll verdeutli-
chen.

Die streng formale Definition des Grenzwertes mit Hilfe der ¢-Umgebung ist wenig Verstéandnis for-
dernd und sollte nicht eingeflihrt werden.

Auch die formale Beschreibung der Folgen wird nicht benétigt, um den Grenzwert zu verstehen. Das
anschauliche Verstandnis der Folgen, das die Schilerinnen und Schiiler in friheren Schuljahrgangen
erwerben (z.B. wenn Terme zu Punktmustern aufgestellt werden), wird in diesem Lernbereich weiter
gefestigt. Eine formale Definition wiirde die Tragfahigkeit dieser Vorstellung eher schmalern als unter-
stutzen.

Weder die formale Definition der Folgen noch die des Grenzwertes werden im Lernbereich der Ande-
rungsraten bendtigt.

Eine rein anschauliche Erarbeitung des Grenzwertbegriffes kann aber auch zu Widerspriichen flhren:

mmm

Bekannt ist: U=2-n-r =7n-d. Der Durchmesser des Kreises wird halbiert, Halbkreise werden tber
den neuen Durchmessern gezeichnet. Dieser Prozess wird fortgesetzt. Anschaulich nahert sich dann
die Figur Gber dem Durchmesser immer besser einer Strecke mit der Lange d an. Also gilt U=mx-d
und U=2-d. Somitist also ©=2. Oder?
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